




? ??? ? ?2
Yukio ITAGAKI
























f x t u t dt B x T
 
 subject to









Principle of Optimality of Dynamic Programming????R. ????[2]????????????
?????????1973?????
14 ??????????????????Vol. XLIX, No. 1?2?3?4
 　　　   00 :x x given
   :x T free
 T : given  
?????




f x t u t dt B x T   ???????? を最大にする制御   0
T
u t  を最適 ?????????
????????????????制御、それに対応する状態の時間経路   
0
T
x t  を最適経路といい、最適制御と最???????????????????????
???? 適経路の対を、最適制御問題の最適解       , : 0, ,u t x t t T u U    4 4????
?????? t∈[0,T] ?? x( t ) = x t ?????????????????? value function?
 　　　   
  




J x t t f x u d B x T

   
 subject to  subje       , ,x f x u     
                            : ,tx t x given  
   :x T free
 T : given  
??????
 　　　   
  




J x t t f x u d B x T

     
???? [t ,T ] ??????????  [t, t + dt ] , [t+dt,T ] ????????
 　　　 
  




f x u d f x u d B x T

     


   




    
  
        0 0max , max ,t dt T
t t dt
t dt T
t t dtu u
f x u d f x u d B x T
 




















   
 　　　
  













         
 
?????  J(x( t ),t ) ??????? dt > 0????dt → 0 ?????
4  U???????????????
15March?2020???????????????????????






u t U i i
J Jf x t u t f
x t 
          
  
????????????????????????? Hamilton?Jacobi?Bellman Partial 
differential equation ????????????? Bellman equation????
 J(x(t),t) ? T??????????
 　　　   
  




J x T T f x u d B x T B x T














f x t u t dt B x T  
 subject to 
       , ,x t f x t u t
        
 
00 : ,x x given
   :x T free
 T : given  
?????の最適制御   0
T
u t  は、最大値条件 ???????
 
　　　
           0
1








        

                              
0
1
                  max , ,
n
i
u t U i i
J Jf x t u t f x t u t
x t 
          

 
                    = 0
????????????5?
定理2





00 : ,x x given
   :x T free
 T : given  
?????????を満たす任意の解を       , : 0, ,x t u t t T u U  とする。????
5 ?????????????????????????????????????
16 ??????????????????Vol. XLIX, No. 1?2?3?4





00 : ,x x given
   :x T free
 T : given  
????????????????????????






u t U i i
J Jf x t u t f
x t 
          

? J(x( t ),t ) ? T ????????
 　　　      ,J x T T B x T
??????を満たす解を       , : 0, ,x t u t t T u U    とする。ここに、????????
  
 





u t U i i




          

  
    











nv t U i
i i
J Jf x t u t f
x t
u t U





            

















f x t u t dt B x T  
 subject to 
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?????????????
?????確率過程       1 , , nx t x t x t  に対する伊藤の公式を導出する。そのために必????????????????????????????
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補題1????????? 過程  iihz t の確率微分で、 ????? は、  iihdz t と?????
 　　　   2 , 1, , , 1, ,iih i idz t dt i n h n    　　　　　　　　　      (17)
証明?(13),(14) ??? (dt)2 = 0???
 　　　           
22 4 2 20 0.
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??? 8?
 　　　      2 2 .i iih ihdz t E dz t dt     　　　　　　　　　　　　　　
	 	 	 	 	 	 	 	 証了
補題2????????? 過程  iihz t の確率微分で、 ????? は、  iihdz t と ?????
 　　　   0, 1, , , 1, , .iih i idz t dt i n h n    　　　　　　　　　　     (18)
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   
i i j j
i j
i j
t ih t ih jh t jh
ih jh
t ih t jh
E dz t E dz t dz t E dz t
t
V dz t V dz t

    
     
 とする。 ????
?????
 　　　       , , 1, , , 1, ,                        19i j i jih jh ih jh j jdz t dz t t dt i j n h n       (19)
証明　(12)???
              ,i j i i j jt ih jh t ih t ih jh t jhCov dz t dz t E dz t E dz t dz t E dz t             
                                                                                                      20
i jt ih jh
E dz t dz t
 
     (20)
(12),(13) ???
 　　　        22 0 .i i it ih t ih t ihV dz t E dz t E dz t dt dt               
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   
i i j j
i j
i j
t ih t ih jh t jh
ih jh
t ih t jh
E dz t E dz t dz t E dz t
t
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    
     
  
       ,
              i j i j
t ih jh t ih jhE dz t dz t Cov dz t dz t
dtdt dt
       
????
 　　　      ,  .
i j i jt ih jh ih jh
Cov dz t dz t t dt   
??? (20)??
 　　　            ,                 21
i j i j i jt ih jh t ih jh ih jh
E dz t dz t Cov dz t dz t t dt           (21)
(21), (dt)2 = 0,  ??1? (17)???
              
 
22
i j i j i jt ih jh t ih jh t ih jh
V dz t dz t E dz t dz t E dz t dz t          
                222                             i j i jt ih jh t ih jhE dz t dz t E dz t dz t
 
        
      
 
         2 22                             1i j i jt ih jh ih jhE dt dt t dt dt t 
 
     
0 .
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??? (21)??9?
 　　　            i j i j i jih jh t ih jh ih jhdz t dz t E dz t dz t t dt    　　　　　   証了
補題4???????? (10)?????
 　　　   0, 1, , .                                                                22idtdx t i n          (22)
証明 (dt)2 = 0???2? (18)????
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
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補題5???????? (10)?????
 　　　            
1 1
, ,  ,  , 1, ,
ji
i j i j
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nn
i j ih jh ih jh
h h
dx t dx t x t t x t t t i j n  
 
  
証明 (10), (dt) = 0  ??2? (18)???3? (19)???
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 
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       
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  
 
    
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定理5??????10 Ito’s formula????? x(t)???????? (10)?????F(t, x( t ))??
t?????????????x??????????????????????????
????????? F(t, x( t ))????? dF??
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    
 
     
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1 1







F x t t
 
       (24)
????????????である。ただし、ここに、
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i i j
F F FF F F i j n
t x x x
     
   
  とする。 ????
証明の概略
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  
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    
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 　　　      
0
,
, : lim t
dx
E dF t x t
F t x t
dt
   　　　　　　　　　　　　　     (25)
?????????????
               
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i i j h hi i j
L f x t t x t t x t t t
x x x
  
    
          
    (26)
??????
定理6????? x( t )????????? (10),(11)???????????
 　　　          , , ,tF t x t F t x t L F t x t   　　　　　　　　　　　　     (27)
??????
証明?(12)???5? (24)???
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t i ij ih jh ih jh




F F f F t dt
E dF t x t E
F x t t dz t
  

    
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   
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    
 
  
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i i j h h
F F f x t t F
    
           , ,i j i jih jh ih hx t t x t t t dt  
 
   
??? (25)???
 　　　          , , ,tF t x t F t x t L F t x t   　　　　　   証了
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定理7???????? Dynkin’s formula????? x( t )???????? (10) ?????
F(t, x( t ))??t ?????????????x??????????????????????
?????????0 ≤ s ≤ t ????? に対して、   ,sE F t x t    ???????
 　　　               , , , ,   28ts s sE F t x t F s x s E F x L F x d               (28)
??????
証明???5? (24)??????????? (26)???dF????????????????
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    
 
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  
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             , , , ,t
s
F t x t F s x s F x L F x d         
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             , , , ,ts s sE F t x t F s x s E F x L F x d             
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 　　　        , , 0
i i
t
s i ih ihs
E F x x dz        
???
             , , , ,ts s sE F t x t F s x s E F x L F x d              　?
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Ⅱ-2　連続時間で確率的な最適制御のハミルトン・ヤコビ・ベルマン方程式
??????? u( t ) ? U??????????????? x( t )????????
                
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dx t f x t u t t dt x t u t t dz t i n

     (10)
        
 
00 : ,x x given        (11)
    :                                                                                       29Tx T x free         (29)
 T : given          (30)
??????????????????
 　　        00 0 , , ,
T
E f x t u t t dt B x T T         (31)
??? を制御   0
T
u t  に関して最大化せよという、固定始点・自由終点・固定計画期間???????????????????????????????????
?12???????????????????????????
????ここに、   , 1, , , 1, ,
iih i i
dz t i n h n    は、標準ウイナ－過程?????????? 過程  iihz t の確率微分で、 ????????? (12),(13), 
(14),(15),(16),(17),(18)??? (19)????????
??????  t∈[0,T ]???? x( t ) = xT????????????  J( x( t ), t )??
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    J(x( t ),t )??????????????????
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12             0 ,  1, ,  ,  1, , ,
i
i
ih i if f i n h n B    が陽表的に、時間
む。
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O dt
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 
      
(25)????
 　　　           00 max , , ,u t U f x t u t t dt J x t t  
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Ⅱ-3　連続時間で確率的な最適制御のポントリヤーギン・タイプの最大値原理
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